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Arkusz przykladowy, poziom rozszerzony (Al)

Zadanie 2.
Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a, ) okreslony wzorem

a = 3 dlan=123,....

i

Suma wszystkich wyrazow tego ciggu jest rOwna
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Najprostszym sposobem rozwigzania tego zadania jest po prostu zastosowanie wzoru na sume¢

szeregu geometrycznego zbieznego, w ktorym a, = 3 a, = 3 iq= & _1
y ’ \/E Il 2 2 a1 \/E .

Jezeli na tym etapie rozwigzania popetnimy blad i Zle wyznaczymy pierwszy wyraz ciggu
badz iloraz, to o ile tylko nie popetnimy kolejnych btedéow, nie mamy wiasciwie szans na
otrzymanie ktoérejkolwiek z podanych odpowiedzi. Powinno nas to sktoni¢ do poszukania
btedu, ktéry musieliSmy popeti¢. O takiej ,,weryfikacji” otrzymanego wyniku nalezy
pamictaé przy rozwigzywaniu wszystkich zadan, w ktorych wiemy, ze wsréd podanych
odpowiedzi jest jedna poprawna.

Po zastosowaniu wzoru na sume szeregu geometrycznego zbieznego pozostaja juz tylko
proste obliczenia
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i wybranie poprawnej odpowiedzi D.

Czy strategia podstawiania podanych odpowiedzi i eliminowania btednych jest w tym zadaniu

skuteczna? By¢ moze liczba 3 wystepujaca we wzorze okre$lajacym ciag sugeruje, ze

poprawng odpowiedzia jest D, bo tam tez jest 3 w liczniku. Nie ma jednak wystarczajacych

przestanek, aby twierdzi¢, ze trojka nie skroci si¢ w trakcie obliczen. W tym zadaniu pytamy

o sume¢ wszystkich wyrazow, jesli zapytamy o sum¢ wyrazéw o indeksach podzielnych przez
3

cztery, to jak fatwo sprawdzié, trojka skroci si¢. Otrzymamy wowczas S = il =1.
1-=
4

Warto w tym miejscu zwroci¢ uwage na fakt, ze nie zawsze suma szeregu geometrycznego
istnieje. W omawianym zadaniu mieli$my wskaza¢ warto$¢ sumy szeregu geometrycznego,
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a wiec w ogole nie musieliSmy zastanawia¢ si¢, czy ta suma ma warto$¢ skonczong, ani czy
W ogole istnieje. Natomiast w zadaniu, w ktorym jest dany jest szereg geometryczny,
a zadanie polega na obliczeniu sumy tego szeregu nalezy sprawdzi¢ warunek konieczny

| wystarczajagcy zbiezno$ci szeregu, a wiec czy iloraz|q| <1 (zakladamy przy tym, ze ciag
(0,0,0,...) jest geometryczny i jego ilorazem jest q=0). Aby zilustrowaé, jak wazne jest

sprawdzenie warunku |q| <1, przedstawimy rozwigzania nast¢pujacych dwoch zadan.

Zadanie 2a.

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a, ) okreslony wzorem

a :Ln dlan=123,...

ey

Oblicz sum¢ wszystkich wyrazow tego ciggu.

Rozwigzanie

Pierwszy wyraz ciagu (a,) jest rowny a, = %, iloraz tego ciagu jest rowny Q= L

J2 -1
a

Gdyby$my teraz zastosowali wzor S = o na sume¢ wszystkich wyrazéw nieskonczonego

ciggu geometrycznego, to otrzymalibySmy

A1 3 2-1 3
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Mogloby si¢ wiec wydawaé, ze rozwigzaliSmy zadanie. Jednak, wystarczy spojrze¢ na
otrzymang liczbe, zeby zauwazy¢, Ze jest ona ujemna (mianownik otrzymanego utamka jest
ujemny, a licznik dodatni). W takim razie nie moze to by¢ suma wszystkich wyrazow ciagu,
gdyz wszystkie te wyrazy sa liczbami dodatnimi. Co wigc zrobiliSmy zle? Otdz nie
sprawdziliSmy, czy suma wszystkich wyrazéw naszego ciggu jest skonczona. Liczba

1
J2-1

mniejszy od licznika. Oznacza to, ze cigg (an ) , ktorego wyrazy sg dodatnie, co zauwazyliSmy

q:\/_%l jest wieksza od 1, gdyz utamek jest dodatni, a jego mianownik jest

juz wcezedniej, jest rosngcy. Sumujac wiec kolejne wyrazy ciggu dodawaliby$my coraz
wigksze liczby dodatnie. Zatem suma nieskonczenie wielu takich liczb nie moze by¢ liczba

skofnczona. Jest ona nieskoficzenie wielka, co mozemy zapisaé @ +a,+a;+...=+0.
Mozemy zatem zapisac¢, ze suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego
nie jest liczba rzeczywista. Dlatego po obliczeniu q=ﬁ wystarczyto stwierdzi€, ze

7 >1, a wigc nie istnieje skonczona suma wszystkich wyrazéw tego ciagu.
-1
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Zadanie 2b.

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (an) okreslony wzorem

a :% dlan=123,.. .

-9

Oblicz sum¢ wszystkich wyrazow tego ciggu.

Rozwigzanie
. . . , 3 ) . . 1
Pierwszy wyraz ciggu (a, ) jest rowny a, = NS Iloraz tego ciggu jest rowny (= NS

Latwo zauwazy¢, Ze jest to liczba ujemna, ale wigksza od —1. Zatem spelnia warunek |q| <1.
Wobec tego istnieje skonczona suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego (an) I jest ona

roOwna

3
1-q 1-4; V2-32-3-1 J2-4

Jak wida¢, wzor na sum¢ wszystkich wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego nalezy

stosowac rozwaznie, upewniajac si¢ wezesniej, ze taka suma jest skonczona.
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